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گزینه 3 1

، ابتدا کمی ظاهر معادله را تغییر می‌دهیم. داریم: ۲αباتوجه‌به فرمول‌‌های بسط 

cos۲x + ۷ cos x + ۴ = ۰ ⇒ ۲cos x − ۱ + ۷ cos x + ۴ = ۰۲

⇒ ۲cos x + ۷ cos x + ۳ = ۰ ​ ۲t + ۷t + ۳ = ۰۲ cos x=t ۲

⇒ t = ​ = ​ ⇒ t = −۳ , t = − ​

۴
−۷ ± ​۲۵

۴
−۷ ± ۵

۲
۱

​ ​ ​

⎩
⎨
⎧ cos x = −۳ ×

cos x = − ​ = cos ​ ⇒ x = ۲kπ ± ​

۲
۱

۳
۲π

۳
۲π
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معادله را ساده‌تر می‌کنیم:

۲ sin x(cos x − sin x) = cos۲x ⇒ ۲ sin x cos x − ۲sin x =۲ cos۲x

۲ sin x cos x=sin ۲x

۲sin x=۱−cos ۲x۲
sin ۲x + cos۲x − ۱ = cos۲x ⇒ sin ۲x = ۱

⇒ ۲x = ۲kπ + ​ ⇒
۲
π

x = kπ + ​

۴
π
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با جایگذاری  به جای  به یک معادلۀ قابل تبدیل به درجۀ  می‌رسیم:

معادلۀ  جواب ندارد. معادلۀ  نیز به دو معادلۀ  منجر می‌شود که در فاصلۀ

 دارای جواب‌های  و  هستند. پس مجموع جواب‌‌های معادله در این بازه برابر با  است.

۱ − sin x۲cos x۲۲

۴sin x =۴ ۴(۱ − sin x) −۲ ۱ ⇒ ۴sin x +۴ ۴sin x −۲ ۳ = ۰ ​

sin x=t۲

۴t +۲ ۴t − ۳ = ۰ ⇒ t ​ =۱ − ​ , t ​ =
۲
۳

۲ ​

۲
۱

sin x =۲ − ​

۲
۳

sin x =۲
​

۲
۱

sin x = ± ​

۲
​۲

(۰ , π)​

۴
π

​

۴
۳π

π

آکادمی فدویریاضی303 دقيقه

مثلثات روابط و معادلات مثلثاتی
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ابتدا کمی ضابطۀ تابع را ساده‌تر می‌کنیم:

اما دقت کنید! نقاطی که مخرج کسر را صفر می‌کنند، عضو دامنۀ این تابع نیستند:

 

اجتماع این نقاط روی دایرۀ مثلثاتی به صورت زیر می‌شود، یعنی ریشه‌های مخرج به صورت  بوده و دامنۀ این تابع

 می‌باشد.

پس نمودار آن به صورت خط افقی  با نقاط توخالی در  است:

واضح است که دورۀ تناوب این تابع  می‌باشد.

f (x) = ​ =
(۱ + cos x) sin x
۲ sin x + sin ۲x

​ =
(۱ + cos x) sin x

۲ sin x + ۲ sin x cos x
​ =

(۱ + cos x) sin x
۲ sin x(۱ + cos x)

۲

(۱ + cos x) sin x = ۰ ⇒ ​ ​{
۱ + cos x = ۰ ⇒ cos x = −۱ (۱)
sin x = ۰ (۲)

x = kπ
R − {x∣x = kπ}

y = ۲x = kπ

T = π
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(fog)(x) = f(g(x)) = f(tan ۲x) = ​ =
۱ + tan ۲x۲
۴ tan ۲x

​

​

cos ۲x۲
۱

۴ ​

cos۲x
sin ۲x

⇒ (fog)(x) = ۴ sin ۲x cos۲x = ۲ sin ۴x

⇒ (fog)( ​) =
۱۶
π

۲ sin ​ =
۴
π

۲ × ​ =
۲

​۲
​۲
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، داریم: باتوجه‌به اینکه  و 

بنابراین حداقل یکی از دو عبارت  و  باید صفر باشند:

دسته جواب‌های معادلۀ  را می‌توان به فرم  در نظر گرفت. بنابراین جواب‌های کلی معادله

عبارت‌اند از:

sin ۲x = ۲ sin x cos xtan x = ​

cos x
sin x

۲ sin x cos x − ​ =
cos x
sin x

۰ ⇒ sin x(۲ cos x − ​) =
cos x

۱
۰

⇒ sin x( ​) =
cos x

۲cos x − ۱۲
۰

sin x​

cos x
۲cos x − ۱۲

۱) sin x = ۰ ⇒ x = kπ

۲) ​ = ۰ ⇒ ۲cos x − ۱ = ۰ ⇒ cos x = ​

cos x
۲cos x − ۱۲

۲ ۲
۲
۱

⇒ ​ ​ ​ ⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ cos x = ​ = cos ​

۲
​۲

۴
π

cos x = − ​ = cos ​

۲
​۲

۴
۳π ⎩⎪

⎨
⎪⎧x = ۲kπ ± ​

۴
π

x = ۲kπ ± ​

۴
۳π

cos x =۲
​

۲
۱

x = ​ +
۲

kπ
​

۴
π

⎩
⎨
⎧x = kπ

x = ​ + ​

۲
kπ

۴
π
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معادله را ساده می‌‌کنیم:

۲ cos x sin x + ۲cos x =۲ ۱ ⇒ ۲cos x −۲ ۱ = −۲ cos x sin x

⇒ cos۲x = − sin ۲x = sin(−۲x) ​

sin(−۲x)=cos( ​ +۲x)۲
π

cos۲x = cos( ​ +
۲
π

۲x)

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۲kπ + ( ​ + ۲x) ⇒ نشدنی

۲
π

۲x = ۲kπ − ( ​ + ۲x) ⇒ ۴x = ۲kπ − ​ ⇒ x = ​ − ​

۲
π

۲
π

۲
kπ

۸
π
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ابتدا معادله را ساده‌‌تر می‌‌کنیم:

. بنابراین در بازۀ باتوجه‌به فرض، روابط  باید برقرار باشند. پس: 

 فقط دو جواب  قابل‌قبول است.

​ =
sin x sin ۲x

sin ۲x − sin x
​ ⇒

sin ۴x
۲

sin ۴x(sin ۲x − sin x) = ۲ sin x sin ۲x

sin ۴x=۲ sin ۲x cos ۲x ۲ sin ۲x cos۲x(sin ۲x − sin x) = ۲ sin x sin ۲x

sin ۲x ​۰=

ریشۀ مخرج
cos۲x(sin ۲x − sin x) = sin x ⇒ cos۲x sin ۲x − cos۲x sin x = sin x

⇒ cos۲x sin ۲x = sin x(۱ + cos۲x) ​

۱+cos ۲x=۲cos x۲

cos۲x sin ۲x = ۲ sin xcos x۲

⇒ ۲ sin x cos x cos۲x = ۲ sin xcos x ​

۲ sin x , cos x ​۰=
cos۲x = cos x

⇒ ۲x = ۲kπ ± x ⇒ x = ۲kπ یا x = ​

۳
۲kπ

sin x ​۰ , sin ۲x ​۰ , sin ۴x ​۰= = =x kπ , ​ , ​=
۲

kπ
۴

kπ

[۰ , ۲π]x = ​ , ​

۳
۲π

۳
۴π
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: اولاً

: ثانیاً

sin α + cosα = ​

۲
۱  دو توانِ

(sin α + cosα) =۲
​

۴
۱

⇒ ​ +
۱

​sin α + cos α۲ ۲
​ =

sin ۲α

​۲ sin α cosα ​

۴
۱

⇒ sin ۲α = − ​

۴
۳

sin αsin ​ −۴

۲
α

sin αcos ​ =۴

۲
α

sin α(sin ​ −۴

۲
α

cos ​)۴

۲
α

= sin α ​ ​

− cos α

​(sin ​ − cos ​)۲
۲
α ۲

۲
α

۱

​(sin ​ + cos ​)۲
۲
α ۲

۲
α

= − sin α cosα = − ​ sin ۲α =
۲
۱

− ​(− ​) =
۲
۱

۴
۳

​

۸
۳
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اگر  باشد،  و  است. پس داریم:

​ =
​ + ۱۱ − sin ۲α
​ − ۱۱ + sin ۲α

​ =
​ + ۱(sin α − cosα)۲

​ − ۱(sin α + cosα)۲
​

sin α − cosα + ۱∣ ∣
sin α + cosα − ۱∣ ∣

​ <
۴
۳π

α < πsin α + cosα < ۰sin α − cosα > ۰

​ = ​ = ​

sin α − cosα + ۱∣ ∣
sin α + cosα − ۱∣ ∣

sin α − cosα + ۱
− sin α − cosα − ۱

۲ sin ​ cos ​ − ( ​ − ۲sin ​) ​

۲
α

۲
α

۱ ۲
۲
α

+۱

−۲ sin ​ cos ​ − (۲cos ​ ​) ​

۲
α

۲
α ۲

۲
α

−۱ −۱

= ​ = ​ = − cot ​

۲ sin ​ cos ​ + ۲sin ​

۲
α

۲
α ۲

۲
α

−۲ sin ​ cos ​ − ۲cos ​

۲
α

۲
α ۲

۲
α

۲ sin ​(cos ​ + sin ​)
۲
α

۲
α

۲
α

−۲ cos ​(sin ​ + cos ​)
۲
α

۲
α

۲
α

۲
α
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فرض می‌کنیم:

باتوجه‌به شکل  است.

ازطرفی:

همچنین باتوجه‌به شکل:

A B =M̂ β

β = ۲α

MC = AM = ۵

sin β = sin ۲α = ۲ sin α cosα

CH = MC − MH = ۵ − ۳ ⇒ CH = ۴۲ ۲ ۲ ۲ ۲

​ sin α = ​, cosα = ​ ⇒ sin β = ۲ × ​ × ​ = ​

 باتوجه‌به شکل 

۵
۳

۵
۴

۵
۳

۵
۴

۲۵
۲۴

گزینه 2 12

کمی عبارت را ساده‌تر می‌کنیم:

، نتایج زیر به دست می‌آید: حال ازآنجاکه 

پس عبارت  به این صورت درمی‌آید:

. بنابراین داریم: چون  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی است، پس  مثبت بوده و 

( ​ −
cos x

۱
۲ cos x) ​ =۲ + ۲ cos۲x ( ​) ​ (I)

cos x
۱ − ۲cos x۲

۲(۱ + cos۲x)

cos۲x = ۲cos x −۲ ۱

{
(الف ۱ − ۲cos x = − cos۲x۲

(ب ۱ + cos۲x = ۲cos x۲

(I)

( ​) ​ =
cos x

− cos۲x
۲(۲cos x)۲ ( ​) ​

cos x
− cos۲x

۲∣ cos x∣

​​۴cos x۲

xcos x∣ cos x∣ = cos x

( ​) ×
cos x

− cos۲x
۲ cos x = −۲ cos۲x
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راه‌حل اول:

، مقدار  را حساب می‌کنیم. داریم: حال با داشتن 

به کمک مثلث قائم‌الزاویه، مقدار  را پیدا می‌کنیم. داریم:

راه‌حل دوم:

cosα = ​ ⇒ ​ ​ = ​

​ sin α۲
۱

sin ​ cos ​

۲
α

۲
α

۲۶
​۱۳

۲
۱

​ sin ۲α۲
۱

​sin α cosα
۲۶

​۱۳

⇒ ​ sin ۲α = ​ ⇒ sin ۲α = ​

۴
۱

۲۶
​۱۳

۱۳
۲ ​۱۳

sin ۲αcos۴α

cos۴α = ۱ − ۲sin ۲α =۲ ۱ − ۲( ​) =
۱۳

۲ ​۱۳ ۲ ۱ − ​ =
۱۳
۸

​

۱۳
۵

∣ tan ۴α∣

cos۴α = ​

​

​

وتر
↓
۱۳

​۵
​↑

مجاور

⇒ ∣ tan ۴α∣ = ​

۵
۱۲

۱ + tan ۴α = ​ ​ ۱ + tan ۴α = ​

۲
cos ۴α۲

۱ cos ۴α= ​۱۳
۵

۲

( )
۱۳
۵ ۲

۱

⇒ tan ۴α = ​ − ۱ = ​ ​ ∣ tan ۴α∣ = ​

۲
۲۵
۱۶۹

۲۵
۱۴۴

​

۵
۱۲
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عبارت را ساده می‌کنیم:

بنابراین دو حالت زیر رخ می‌دهد:

، چهار جواب دارد. پس معادله در بازۀ 

sin x(sin x − cos x) = sin x −۲ sin x cos x = ۱

⇒ ۱ − sin x =۲ − sin x cos x

cos x =۲ − sin x cos x ⇒ cos x +۲ sin x cos x = ۰

⇒ cos x(cos x + sin x) = ۰

۱) cos x = ۰ ⇒ cos x = cos ​ ⇒ x = ۲kπ ± ​

۲
π

۲
π

​ x = ​ , ​

[۰ , ۲π]

۲
π

۲
۳π

۲) cos x = − sin x ​

− sin x=cos( ​ +x)۲
π

cos x = cos( ​ +
۲
π

x)

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۲kπ + ​ + x ⇒ نشدنی

۲
π

x = ۲kπ − ( ​ + x) ⇒ x = kπ − ​ ​ x = ​ , ​

۲
π

۴
π [۰ , ۲π]

۴
۳π

۴
۷π

[۰ , ۲π]

گزینه 2 15

، عبارت  قرار می‌دهیم: جای 

مجموع جواب‌های بالا برابر است با:

۲sin ۲x =۲ ۱ + sin x ⇒ ۱ − ۲sin ۲x =۲ − sin x ⇒ cos۴x = − sin x

− sin xcos (x + ​)
۲
π

cos۴x = cos (x + ​) ⇒
۲
π

۴x = ۲kπ ± (x + ​)
۲
π

⇒ ​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧۳x = ۲kπ + ​

۲
π

۵x = ۲kπ − ​

۲
π ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ​ + ​

۳
۲kπ

۶
π

x = ​ − ​

۵
۲kπ

۱۰
π

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x = ​ ​ ​, ​

۶
(۴k + ۱)π ۰≤x≤π

۶
π

۶
۵π

x = ​ ​ ​, ​

۱۰
(۴k − ۱)π ۰≤x≤π

۱۰
۳π

۱۰
۷π

​ +
۶
π

​ +
۶
۵π

​ +
۱۰
۳π

​ =
۱۰
۷π

۲π
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راه‌حل اول:

، داریم: به کمک اتحاد 

مجموع جواب‌ها برابر است با:

راه‌حل دوم:

، داریم: حال از معادلۀ 

sin α +۴ cos α =۴ ۱ − ​sin ۲α
۲
۱ ۲

sin ۲x + cos ۲x = ​ ⇒ ۱ − ​sin ۴x = ⇒ ​ = ​sin ۴x (∗)۴ ۴
۸
۷

۲
۱ ۲

۸
۷

۸
۱

۲
۱ ۲

⇒ sin ۴x = ± ​

۲
۱

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

sin ۴x = sin ​ ⇒ ​ ​ ​

۶
π

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۴x = ۲kπ + ​ ⇒ x = ​ + ​ ​ ​

۶
π

۲
kπ

۲۴
π ۰≤x≤ ​۳

π

۲۴
π

۴x = ۲kπ + ​ ⇒ x = ​ + ​ ​ ​

۶
۵π

۲
kπ

۲۴
۵π ۰≤x≤ ​۳

π

۲۴
۵π

sin ۴x = sin ​ ⇒ ​ ​ ​

۶
−π

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۴x = ۲kπ − ​ ⇒ x = ​ − ​ ​ جواب ندارد

۶
π

۲
kπ

۲۴
π ۰≤x≤ ​۳

π

۴x = ۲kπ + ​ ⇒ x = ​ + ​ ​ ​

۶
۷ π

۲
kπ

۲۴
۷ π ۰≤x≤ ​۳

π

۲۴
۷ π

​ +
۲۴
π

​ +
۲۴
۵π

​ =
۲۴
۷π

​

۲۴
۱۳π

sin x =۲ sin α ⇒۲ x = kπ ± α

(∗)

​sin ۴x =
۲
۱ ۲

​ ⇒
۸
۱

sin ۴x =۲
​ =

۴
۱

sin ​ ⇒۲

۶
π

۴x = kπ ± ​

۶
π

÷۴
x = ​ ±

۴
kπ

​

۲۴
π

⇒ مجموع جواب‌ها = ​ +
۲۴
π

​ +
۲۴
۵π

​ =
۲۴
۷π

​

۲۴
۱۳π
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می‌دانیم: 

 پس نمودار تابع  را رسم می‌کنیم. داریم:

باتوجه‌به نمودار رسم‌شده در بالا، تابع در فاصلۀ  اکیداً نزولی است، پس حداقل مقدار  برابر با 

می‌باشد.

​ =
۱ + tan x۲
۱ − tan x۲

​ =
​

cos x۲
۱

۱ − ​

cos x۲
sin x۲

​ =
​

cos x۲
۱

​

cos x۲
cos x − sin x۲ ۲

cos x −۲ sin x =۲ cos۲x

y = cos۲x

−π, − ​[
۴
۳π

]a−π

گزینه 3 18

نمودار توابع  و  را رسم می‌کنیم. مطابق شکل این دو نمودار در فاصلۀ  در سه نقطه برخورد

می‌کنند، درنتیجه معادلۀ داده‌شده دارای سه جواب است.

cos x −x sin x = ۰ ⇒ ​ cos x =x sin x ​

÷ cos x
​ =x ​ ⇒

cos x
sin x

​ =x tan x

y = tan xy = ​x۰, ۲π[ ]
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عبارت  را ساده‌تر می‌نویسیم:

پس معادله به شکل زیر درمی‌آید:

جواب معادله  به‌صورت  است، پس:

sin ​

۸
۱۳π

sin ( ​ +
۲

۳π
​) =

۸
π

− cos ​

۸
π

۴ sin ​ = ۲ + sin ​ − cos ​ ⇒ ۴sin ​ − ۲۲
۴
x

۸
۱۳π

۸
π ۲

۴
x

= − cos ​ − cos ​ ⇒ ۴sin ​ − ۲ = −۲ cos ​

۸
π

۸
π ۲

۴
x

۸
π

​ ۱ − ۲sin ​ = cos ​ ​ cos ​ = cos ​

÷ (−۲) ۲
۴
x

۸
π ۱−۲sin A= cos ۲A۲

۲
x

۸
π

cos x = cos Ax = ۲kπ ± A

​ =
۲
x

۲kπ ± ​ ​

۸
π × ۲

x = ۴kπ ± ​

۴
π
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می‌دانیم:

، به محاسبۀ  بپردازیم. پس کافی است با داشتن 

برای این منظور راحت‌تر است که به‌جای استفاده از روابط مثلثاتی، از رسم یک مثلث قائم‌الزاویۀ فرضی استفاده ‌کنیم.

، نسبتِ ضلع مجاور به وتر است، پس ضلع مجاور را  و وتر را  در نظر می‌گیریم )فعلاً به علامت  توجه ازآنجاکه 

نکنید( و ضلع سوم را به کمک فیثاغورس حساب می‌کنیم.

فیثاغورس:

حال برای محاسبۀ  داریم:

،  در ناحیۀ دوم یا سوم مثلثاتی می‌باشد که باتوجه‌به اینکه در صورت توجه کنید که باتوجه‌به منفی ‌بودن مقدار 

سوال،  در نیمۀ پایین دایرۀ مثلثاتی است، قطعاً در ناحیۀ سوم خواهد بود و مقدار  مثبت می‌شود. پس داریم:
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